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В работе получены условия о трехкратной полноте системы собственных и при-
соединенных векторов для некоторого класса операторных пучков, в главной части ко-
торых содержится нормальный оператор. Полученные условия выражены в терминах 
операторов операторных пучков. 
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Рассмотрим в сепарабельном гильбертовом пространстве H  поли-

номиальный операторный пучок  

                                     ( ) ∑
=

+−=
2

0j

j
j

j33 CBCEL λλλ  ,                                 (1) 

где λ спектральный параметр, ),( 20jB j = и C ограниченные операторы в H . 
Определение 1. Если при некотором ∈λ Ă операторный пучок 

)(λL  обратим в H , то λ  называется регулярной точкой )(λL , а )(λ1L− -
резольвента  пучка )(λL . 

Если при некотором ∈0λ Ă уравнение 0L 0 =ϕλ )(  имеет решение 
00 ≠ϕ , то 0λ  называется собственным  значением пучка )(λL , а 0ϕ  соот-

ветствующим собственным вектором пучка (1). Если векторы 
0m10 ϕϕϕ ,...,,  удовлетворяет  уравнениям  
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то эти векторы называются собственными и присоединенными векторами 
пучка  )(λL , отвечающие 0λ . 
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Определение 2. Пусть { }
0m10 ϕϕϕ ,...,,  цепочка собственных и присое-

диненных векторов, отвечающих 0λ . В пространстве 3H  образуем систему 
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( )0m1q210j ,...,;,, == . Если система { } 3
q H⊂ϕ~ , построенная  для всех соб-

ственных значений и собственных и присоединенных векторов полна в 
3H , то будем говорить, что система собственных и присоединенных век-

торов трехкратно полна в H .  
В данной статье мы находим достаточные условия  на коэффици-

енты  пучка )(λL  обеспечивающие трехкратную полноту систем собст-
венных и присоединенных  векторов в H .Отметим, что  при С – полный 
самосопряженный оператор, а jB -вполне непрерывные операторы. Эта 
задача впервые исследована М.В.Келдышем [1]. Далее, когда С – некото-
рый нормальный оператор, спектр которого содержится на некоторых лу-
чах, а jB  вполне непрерывные операторы в [2], а в работах  [3-6] получе-
ны оценки резольвенты  для некоторых классов операторных пучков 
третьего порядка, когда А самосопряженный положительный оператор. 

Пусть выполняются  следующие  условия   
1) С –полный нормальный вполне непрерывный оператор, спектр 

которого содержится в угловом секторе 
{ }60,arg: πεελλε <≤≤=S  

2) Операторы jB ( ( )210j ,,= ) ограничены в H . 
Теорема 1.  Пусть выполняются  условия 1) и 2). Если имеет место 

неравенство  
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 Тогда на лучах { } ),(,,)( s0k0rre 3k2i
k =>==Γ

+ ππ
λλ  существует резоль-

вента )(λ1L−  и на этих лучах  имеет место оценка  
constL 1 ≤− )(λ . 

Доказательство. Пусть 50kre 3k2i ,,)(
==

+ ππ
λ . Тогда очевидно, что 

на лучах  kΓ  операторный пучок  



 81 

                    ( ) ))()(( CECECECEL 321
33

0 λωλωλωλλ −−−=−=             (3) 

обратим, где 
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Напишем пучок )(λL  в виде  
                                             )()()( λλλ 10 LLL +=    ,                                     (4) 

где )(λ0L  определена из (3),  а ∑
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Тогда  из неравенства   (4)  при kΓ∈λ    получаем  
                               )())()(()()()( λλλλλλ 0
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Теперь оценим норму оператора )()( λλ 1
01 LL −  при kΓ∈λ . При 
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 С другой стороны ( ) 13
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 Если { }ne  ортонормальная система собственных и присоединенных век-
торов оператора С отвечающих собственным значениям { }nλ . 
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При 0j =  имеем  
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При 1j =  имеем 
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При 2j =  имеем 
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Таким образом, при kΓ∈λ  имеет место оценки: ( )εβλλ ≤− )()( 1
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Теорема доказана. 
Теперь докажем теорему о дискретности  спектра пучка )(λL . 

Теорема 2.  Пусть выполняется условие теоремы 1. Тогда опера-
торный пучок )(λL  имеет только дискретный спектр с единственной  
предельной точкой  в бесконечности. Кроме того, если pC σ∈ , то резоль-

венты  )(λ1L− представляется в виде отношения двух целых функций по-
рядка ρ  и минимального типа при порядке ρ . 

Доказательство. Напишем )(λL  в виде  
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Так как  по условию теоремы 13B0 << εcos , то 0BE + обратим в 
H . Поэтому  
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Тогда  
)))((()( 0BEQEL ++= λλ , 

где 
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Очевидно, что из вполне непрерывности С следует, что )(λQ есть 
вполне непрерывный оператор при каждом ∈λ Ă. Тогда учитывая, что 

E0L =)(  из леммы Келдыша [1]  следует, что )(λQE +  обратим везде 
кроме не более счетных точек из комплексной плоскости. Эти точки яв-
ляются собственными значениями ( )(λQE + ) с конечной кратностью с 
единственной  предельной точкой в бесконечности.  

Так как 11
0

1 QEBEL −−− ++= ))(()()( λλ , то  это свойство относится 
и к пучку )(λL . 
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Тогда из леммы Келдыша [1]  следует, что )(λQE −  представляется в ви-
де отношения  двух целых функций порядка ρ  и минимального типа при 
порядке ρ . Тогда учитывая, что  

11
0

1 QEBEL −−− −+= ))(()()( λλ  завершаем доказательство теоремы. 
Теорема 3. Пусть выполняется условие теоремы 1 и  3p0C p ≤<∈ ,σ . 

Тогда система собственных и присоединенных векторов пучка )(λL  
трехкратно полна в H . 

Доказательство. Допустим противное. Если это не так, то из ра-
боты [1]  следует, что существует векторы Hfff 210 ∈,,   такие, что  

0fff 210 ≠++ , ( ) ( )1
2

0
1 fffL λλλ ++
−∗ )( - целая вектор функция.  

Тогда из условия 3p0C p ≤<∈ ,σ следует, что вектор функция  
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чем 2λ . Так как  на лучах ),( s0kk =Γ  резольвента )(λ1L−  ограничен, и 

на этих лучах 2constR λλ ≤)( . Поскольку )(λR целая функция порядка 
p , то принимая во внимание  теорему Фрагмена-Линделефа  получаем, 
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Сравнивая коэффициенты при 55λ  получаем, что 0gC 2
3 = , т.е. 

0g2 = . Далее из равенства ))(( 102
2

10 ggLfff λλλλ +=++ ∗  следует, что 
0gC 1

3 =∗ , т.е. 0g1 = . Аналогично, получаем, что 0g0 = . Таким образом, 
0R ≡)(λ . Отсюда следует, что 0fff 210 === . Получили противоречие. 

Теорема доказана. 
Следствие. Пусть С самосопряженный полный вполне непрерыв-

ный оператор, выполняются условия теоремы 3 и  
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21 === βββ , . Тогда система собственных и присоединенных 

векторов пучка )(λL   трехкратно полна в H . 
Используя теорему 3 и технику оценки резольвенты из (1) аналогично до-
казывается: 

Теорема 4. Пусть выполняется  условие теоремы 3 и операторы 

jT -вполне непрерывны в H ( )r0j ,= . 
Тогда система собственных и присоединенных векторов  пучка   
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трехкратно полна в H . 
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BİR SİNİF ÜÇÜNCÜ TƏRTİB OPERATORLAR DƏSTƏSİNİN MƏXSUSİ VƏ 
QOŞMA ELEMENTLƏRİ SİSTEMİNİN ÜÇQAT TAMLIĞI HAQQINDA 

 
E.B.SULTANOVA 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə baş hissədə normal operator iştirak edən bir sinif operator dəstənin məxsusi və 

qoşma elementləri sisteminin üçqat tamlığı şərti alınmışdır.  
 
Açar sözlər: Hilbert fəzası, rezolvent, operator dəstəsi  
 
 

 
 COMPLETENESS OF THE THREEFOLD SYSTEM OF EIGEN AND ADJOINT  

VECTORS OF A CLASS OF THIRD ORDER OPERATOR BEAMS  
 

E.B.SULTANOVA 
 

SUMMARY 
 

We obtain conditions on the triple system of eigen and adjoint vectors for a certain 
class of operator pencils the main parts of which contain normal operators. The received condi-
tions are expressed in terms of the operators of operator pencils. 

 
Key words:  Hilbert space, rezolvent, operator pencil. 
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